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Matemdtica Unidad 3- 3

EXPRESIONES ALGEBRAICAS
Es un conjunto de letras y nameros ligados por operaciones (suma, resta, multiplicacion y
divisién).
Ejemplos:

Son expresiones algebraicas
1 ., . : .
aVv-= §n r°h, es unaexpresion algebraica en las variables r y h.

5
7+y?

b) 10-3 f{/? + es una expresion algebraica en la variable y.

c)(@a+b)®-3a-12ab? esunaexpresion algebraica en las variables a y b.

Algunas expresiones algebraicas en particular, con las que se trabajara en esta seccién, reciben

el nombre de polinomios.

POLINOMIOS
Un polinomio de grado n, en la indeterminada X es una expresion algebraica de la forma:
P(X) = aX"+ an X"+ .. +axi+aX +a, an=0
En el cual:
e a,an1,...a a dy,s0n nimeros reales denominados: coeficientes.
e X es una variable denominada: variable real.

e N esun numero natural que indica el grado del polinomio.

Para tener en cuenta:

% Si el polinomio es de grado cero, se llama polinomio constante.

< El coeficiente de la mayor potencia de x se llama coeficiente principal.

< Si el coeficiente principal es 1, el polinomio se dice ménico.

% El coeficiente ap se llama término independiente.

< El polinomio de un solo termino (no nulo) se Ilama monomio, el de dos (no nulos), binomio,
etc.

% Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal.

K/
0.0

Si al polinomio no le faltan términos se lo llama polinomio completo.

K/
0.0

El polinomio puede estar ordenado (en forma creciente o decreciente), o desordenado.
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% Si todos los coeficientes son nulos, incluso ao, el polinomio no tiene grado y se llama

polinomio nulo.

Desafio: Averigua codmo se denomina a los polinomios que sélo tienen dos términos; y a los que

tienen solo tres términos. Esto es interesante, pues méas adelante los utilizaremos muy a menudo.

ACTIVIDADES

1. Decir si las siguientes expresiones son polinomios, en caso de no serlo indicar porqué.
a)P(X)=5x°— 3 x* =2 x+x°

b) QX)=2x*+9x*+8x* +5

)R(X)=3 Vx +5x—6

2. Indicar el grado de cada uno de los siguientes polinomios:
a) P(x) = x*+3x — 4

b) P(x) = x* + 5x’ — 4x

¢) P(X) = X%+ 3x — 4x3 + 2

3. Indicar si los polinomios estan completos, ordenados o ambos. En caso de no estarlo
escribirlos completos y ordenados en forma decreciente.

a) P(x) =3x — 4 + x*

b) P(x) = x* +3x° - 2

4. Sabiendo que: (a + b) x® +ax® + (c+a) x —d — ¢ = 5x> +7x? + 3x — 2, calcular a, b, c, y d.

Dos polinomios son iguales si sus monomios semejantes son iguales

VALOR NUMERICO DE UN POLINOMIO
Dado un polinomio P(x), al sustituir la variable x por un nimero a se obtiene un numero que se

denota P(a) y que es el valor numérico de P(x) para X = a.

Ejemplo: Encontrar el valor numérico del polinomio P(x) = x*+ 3x — 4 para x= 2
P(2)=2°+32-4=6

Se dice que a es raiz del polinomio P(x) si y s6lo si P(a) =0.

Facultad de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales - U NS J -



Matemdtica Unidad 3- 5

ACTIVIDADES

Hallar el valor numérico de los siguientes polinomios e indicar si es raiz.
a) P(x) = x>+ 3x—4, parax =1

b) P(x) = x* + 3x — 4x3 + 2, parax = 0

OPERACIONES CON POLINOMIOS
Para operar con polinomios resulta conveniente completarlos y ordenarlos en forma decreciente,

aunque para la suma (resta) y producto no es imprescindible.

% Suma (resta) de Polinomios
La suma (resta) de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene sumando (restando) los

monomios semejantes.

Ejemplos:
SeanP(x)=2x"-x3+x y Q(x)=x>-5x*-x*+ 7, determinar:
a) P(x) +Q(x) b) P(x)—Q(x)
a) Completando y ordenando los polinomios y ubicandolos de manera que resulten

encolumnados los monomios semejantes, resulta:

P(x) 2x' =3+ 0x%+ x+0
+

QKx)  -5x*+x — X2+ 0x+7

P(X)+Q(x)  -3x*+0x®-x*+ x +7

b) P(x) 2x* —x3+0x* +x +0

Qx) -5x*+x*— x*+ Ox+7

PX)— Qx) 7x*—23+x*+x -7

%+ Multiplicacion de Polinomios
Para multiplicar dos polinomios se aplica la propiedad distributiva del producto respecto de la

suma y luego se suman los monomios semejantes.
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Ejemplo:
Dados los polinomios R(x) = 2x* — x*+x y S(x) = - 5x* + x>~ x* + 7, obtener R(x) - S(x)
En efecto:
R(X)-S(x)=(2x*=x3+x) - (=5x*+x3=x?+7)=
= —10x® + 5x — 5x° +2x” —x® +x* —2x° +x® x* +14x* —7x® +7x=

= —10x® +7 x” — 3x® — 4x® +15x* —8x° + 7x

# Productos Especiales:
% Cuadrado de un binomio
"El cuadrado de un binomio es siempre un trinomio, llamado trinomio cuadrado perfecto,
formado por el cuadrado del primer término mas el duplo del primero por el segundo mas el

cuadrado del segundo término".

(a+b)’=a’+2.ab+b?

Ejemplo:
Sea A (x) =5+ x, determinar A (x) . A (x) es lo mismo que [ A (x) ]?
AX).AX) = (5+x)(5+x)=25+5x+5x+x°=25+10x +x*=[ A (x) ]/
L4
5.x
Aplicando la propiedad, resulta:
[A(X)]P=5°+25x+x* =25+10x + X

%+ Cubo de un binomio
“El cubo de un binomio es siempre un cuatrinomio, llamado cuatrinomio cubo perfecto, formado
por el cubo del primer término mas el triplo del cuadrado del primero por el segundo, mas el

triplo del primero por el cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo término."

(atb)*=a’+ 3.a%b + 3.ab® + b’

Ejemplo:
Sea B (x) = 2 + X, determinar B(x).B(x).B(x) = [B(X)]?

B(X).BX).B(X) = (2+X). 2+X) (2+X) = (4 +4x +x*).2+X) =
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=8+8x+ 2 Hx +4x*+x*==8+12x + 6 x° + x> = [B(X)]*
3.2%  3.2%°

Aplicando la propiedad, resulta: [B(X)]* = 2% +3.2x* +3.2% +x® =8+ 12x +6 x* + X°

% Caso particular (Diferencia de cuadrados)
“El producto de la suma por la diferencia de dos términos es igual a la diferencia de los

cuadrados de ambos”, es decir

(a+b).(@a-b)=a*-b?

Ejemplo:
SeaR(X) = x—2 yP(x) =x + 2, entonces R(x) . P(x) = (x—2) (x + 2)
Aplicando la propiedad: R(x) . P(x) = (x —2) (X + 2) = x* — 4

O por producto de binomios, tenemos: R(X) . P(x) = (x—2) (X +2) =x* +2x—-2x—-4=x*—4

% Divisién de un polinomio por un polinomio cualquiera
Dividir un polinomio D(x) (dividendo) por otro polinomio Q(x) (divisor) de grado menor o igual

que D(x), es obtener dos polinomios: C(x) (cociente) y R(x) (resto), Unicos, tal que:

D(x) = Q(x) . C(x) + R(x)

DO)_ 0, RO
Q(x) Q(x)

Estas igualdades provienen de efectuar la division:

D(x) \ Q (X)

R(x) C (x)
Tener en cuenta que: La division se realiza empleando el mismo algoritmo que se utiliza para
dividir nimeros reales.
Es imprescindible antes de efectuar la division completar y ordenar en forma decreciente el
polinomio D(x). Mientras que el polinomio Q(x) solo debe estar ordenado en forma
decreciente
Ejemplo:
SeanD(X) =4x*-1+3x-5x* y Q(X)=-x+2x%+1, calcular D(x): Q(X)
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Se ordenan ambos polinomios y se completa D(x).

A4x*+0x°-5x2+3x-1 2x2—x+1

- 2X°+X-3
4x* -3 +2x°

Ox*+2x° - 7x*+3x

+ 23— X2+ x

02 — 6x% +2x —1

—6x>+3x—3
0x? — 1X +2

Luego: C(X) =2x*+Xx—-3 y R(X)=-Xx+2

% Caso particular de division de polinomios cuando el divisor sea un binomio de la
forma: QX)=(x—a) o QXxX)=(x+a)
En este caso es posible aplicar el método conocido como: “Regla de Ruffini”.

Ejemplo de aplicacion de la Regla de Ruffini.
SeanD(x)=2x* +1-5x—x* y Q(x) =x—2, calcular D(x) + Q(X).
1) En primer lugar hay que completar y ordenar en forma decreciente el polinomio

D(x) =2 x* + 0x® — x* - 5x +1

2) Proceder como se indica en el siguiente esquema:

2 0 -1 -5 41 —— Coef. de D(x)

/\,,4 8 14 18
a=2

\£ 4 7 9 [19]——» RestoR(x)

H_J
Coef. de C(x)

El grado del polinomio cociente es un grado menor que el grado de D(x), por lo tanto:
Cociente: C(X)=2x3+4x*+7x+9 y Resto: R(x) =19
% Al dividir D(x) en Q(x) por el algoritmo de la division, D(x) resulta:

D(x) = C(x).Q(x) + R(x)
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% Si el resto R(x) = 0, entonces D(x) = C(x). Q(x); esto indica que D(x) es divisible

por Q(x).

TEOREMA DEL RESTO
El valor numérico que toma el polinomio D(x) en x = a, es decir D(a), coincide con el resto de
dividir D(x) por (x-a)

D(x) X—a

R =D(a) C(x)

El teorema anterior es de gran utilidad pues nos permite asegurar que:

Si x = a es raiz de D(x) entonces D(x) es divisible por x —a

ACTIVIDADES
1. Colocar Verdadero ¢ Falso segun corresponda, justificar
A)3X2 X2+ L =L+ 2X% e,

b)x3+1 = xX°—2x3+3%% oo,

C)—5x°+%x+2 =3+ 0,5X e,

2. Sean los polinomios: M(x) = 3x* — 5x — 3; N(x) = x* + 1; K(x) = x — 1. Calcular:

a) 2M(x) + 4N(x) + 3K(x) f) M(x) : K(x)
b) M(x) — 2N(x) g) M(x) . 2 K(x)
¢) M(x) + 3N(x) - K(x) h) [M(x)]*

d) M(x) . N(x) i) INCOD®

e) M(X) : N(x)

3. Aplicar la regla de Ruffini para calcular las siguientes divisiones y verificar el resto por el
teorema de resto.

APX)=7x3—-11x*-12x +45 Q(X)=x-3

b)P(X)= x> +4X +6, Q(X)=X+2

4. Encontrar un polinomio P(x) tal que: A(x) — 2B(x) + P(x) = x + x* + x* + x* + 1, siendo:
AX)=2x*—3x*—4x+5 y B(X)=x*—5x*—5x+9
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5. Al multiplicar P(x) por 3x? se obtuvo —15x*. ; Cuanto vale P(x)?
6. Al dividir M(x) en 2x° se obtuvo 5x°. ; Cuanto vale M(x)?

7. Indicar, sin realizar la division, si los siguientes polinomios son divisibles:
a)P(x)= x3+1; QX)=x-1
b) P(X) =x*+6Xx +9; Q(X)=x+3

8. Hallar el valor de "k" para que los siguientes polinomios sean divisibles
a)P(X)=3x°+kx -8 Q(X)=x-2
b) P(X) =(3+k) x*+k?*x =5 Q(X)=x-1

FACTORIZACION DE POLINOMIOS
¢ Qué es factorear un polinomio?
Factorizar o factorear un polinomio significa escribirlo como producto de factores (cada factor es

un polinomio irreducible).

¢Como se hace?
Para factorizar un polinomio es necesario recordar algunos casos sencillos de factorizacién de

polinomios:

% Factor Comun
Sacar o extraer factor comun significa identificar en todos los términos del polinomio dado
aquellos factores que se repiten, agruparlos y expresar el polinomio original como producto de
un monomio, constituido por los factores comunes, por un polinomio con términos en los que
faltan los factores presentes en el monomio.
Ejemplos:
a) Dado P(x) =27 x* + 3x*— 6 x*
Es facil ver que todos los niimeros son divisibles por 3y que las letras son divisibles por x*, por
lo tanto 3 X2 es el factor com(n a todos los términos, luego extraemos 3x* y queda el polinomio
factoreado de la siguiente forma: P(x) = 3x® (9x +1—2x?)
b) Dado R(x)=8b°x?y* — 6b*c®yz—2b*c*x y*z®, factorizado queda

R(x)= 2b%y(40°x°y?-3c%z —b?c*xy7d)
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«» Trinomio Cuadrado Perfecto
Al estudiar el cuadrado de un binomio se obtuvo como resultado un trinomio, llamado trinomio
cuadrado perfecto:

PX)=(x + a)> =x* + 2xa +a°

Para saber si un trinomio es un cuadrado perfecto, se debe analizar:
1. Sidos de los términos son cuadrados perfectos, y en ese caso hay que buscar sus bases.

2. Si el termino restante es el doble producto de las bases.

Ejemplo:
P(x)= x* —10x +25

} I }
()? (5)°
2.X.5 =10x

Por lotanto: x*—10Xx+25 = (x—5)?

% Diferencia de Cuadrados
Si el polinomio dado es un binomio con ambos términos cuadrados perfectos, y uno de ellos es
negativo, entonces se podra factorizar como el producto de la suma por la diferencia de las bases
de esos cuadrados.
PX)=x*—a’=(x+a).(X — a)

Ejemplos:
a)Sea P(X)= 9 — x°
Las bases son: 9 = (3)°

x> = (x)?
Luego el polinomio quedara factoreado: PX)=9-x*=(3+x).(3-x)
b)Sea R(s) = (-9s*+4t)=(4t* - 9s)=(2t — 35).(2t+35)

pues 4t2=(2)> y  95°=(3s)’

< Teorema Fundamental del Algebra. Factorizacion por medio de raices

Todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices.
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Por lo tanto es posible factorizar el polinomio P(x) de grado n, de la siguiente manera:

Si P(X)= anX"+ anax"t + ... +aX? + ax +ap tienen raices Xi, Xz, ... , X, entonces

P(X) = an( X —X1).(X=X2). .. (X=Xpn1).(X—=Xn), con a, coeficiente principal.

Ejemplo:
Sea el polinomio P(x) =x*— 2x* — 5x +6 susraicesson: xi1=1,%=3,X3=—2
Segun el Teorema Fundamental del Algebra quedara factorizado:

PX)= x®—2x* = 5x+6 =1.(Xx-1).(x=3).(x=(=2)) = (x—1).(x=3).(x+2)

El Teorema anterior es de gran utilidad, siempre que se conozcan las raices del polinomio.

La pregunta es entonces,

¢ Como determinar las raices en distintos polinomios?

A continuacion se presentan las formas de factorizar un polinomio aplicando el Teorema
Fundamental del Algebra de acuerdo al nimero de raices que posee dicho polinomio, en

concordancia con su grado.

%+ Para un polinomio de primer grado (lineal) P(x)=ax + b

¢ Raices de polinomios de primer grado
Si el polinomio es de la forma: P(x) = a x + b, con a # 0, para determinar la raiz igualamos el
polinomio a cero, 0 sea P(x) =0, y “despejarmos” x.

Luego el polinomio factorizado queda:

P(X) =a (X — X1)

Ejemplo:
Factorizar P(x) = 2 x — 5 utilizando el Teorema anterior.
Para encontrar su raiz igualamos a cero y “despejamos” x, es decir: 2X — 5 =0.

Sumando 5 a ambos miembros, tenemos: 2 x = 5.

Dividiendo miembro a miembro por 2, resulta x =

N o
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Luego x = g esraizde P(x) =2 x —5.

El polinomio P(x) factorizado queda: P(X)=2 (X — g).

«% Para un polinomio de segundo grado P(x) =ax®+bx + ¢
+ Raices de polinomios de segundo grado
Si el polinomio es de la forma: P(x) = a x* +b x + ¢, con a = 0, para determinar las dos raices
igualamos el polinomio a cero, o sea P(x) =0
ax*+bx+c=0
Para encontrar los valores de x que verifican esta igualdad se usa la conocida férmula:

_—bsy b®—4ac

2a

X1,2

Estos valores xi, X, pueden ser nimeros reales y distintos, numeros reales e iguales y numeros

imaginarios.

Luego el polinomio factorizado queda: P(X) =a (X — X1) (X — X2)

Ejemplo: Dado el polinomio P(x) = x* — 5 x + 6, determinar las raices y factorizarlo.

X1:3
y _ —b++b*-4ac _5+25-416 5+1_ /
12 — - - -
’ 2a 2 2 \

Xo=2

El polinomio P(x) factorizado queda: P(x) =1 (x—-3)(x-2)=(x-3).(x-2)

+¢+ Para un polinomio de grado mayor que dos con coeficientes enteros
¢ Raices de polinomios de grado mayor o igual a dos
Para encontrar las raices de un polinomio de tercer grado, (0 mayor) de coeficientes enteros, se
deberé aplicar el siguiente procedimiento:
DadoP (X) =a, X" +a,.4 X" + ... +ayx +ay con ap# 0
+¢+ Buscar los divisores de los términos ag (independiente) y a, ( principal)

Divisoresdea,

¢+ Generar el conjunto de "posibles raices™ con todas las fracciones ——
Divisoresdea,
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+ Probar, utilizando el Teorema del Resto, cada una de estas fracciones hasta obtener una raiz
de P(x).

¢+ Aplicando Ruffini se divide P(x) en (x — a) (siendo a la primera raiz encontrada) y se obtiene
un polinomio de un grado menor que el dado.

%+ Si éste es dos, se aplica el procedimiento de polinomios de grado dos; si es mayor se busca
otra raiz y se repite desde el paso anterior.

1. Los pasos anteriores solo sirven para hallar las raices racionales del polinomio, las
irracionales y las complejas conjugadas se determinan con otros algoritmos.
2. Si ag = 0, factorear primero extrayendo factor comun y si el polinomio resultante

verifica el enunciado, aplicar el procedimiento enunciado.

Ejemplo: Sea P(x) = x> — 2 x?— 5 x + 6, encontrar sus raices y factorizarlo

a, = 6 a, =1

Divisoresdea,
Divisoresdea,

®,

% Las posibles raices son:

:{6,-6,3 -3,2 -2,1,-1 |

P(-1)=(-1)® - 2(-1)>-5(-1)+6 = 8=0 — —1no es raiz de P(x)
P(1)=1® —21°-51+6 =0 = 1 es raiz de P(x)

0,

¢ Dividir P(x) por (x — 1) usando Regla de Ruffini

1 -2 -5 6
1 1 -1 -6
1 -1 -6 0
CX)=x*-x-6 R(X)=0
Por lo tanto: P(x) = x* — 2x* — 5x +6

Puede expresarse: P(X) = (x*—x—6). (x—1)

% Determinar las raices de C(x) = x*—x—-6=0

X2=3
y _—bx+b*-4ac _ 1+,1-4.1(-6) 1+5_
2.3 2a 2 2

X3 = -2
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Por lo tanto las raices del polinomio P(x ) son: Xx;=1,X, = 3, Xg=-2
El polinomio P(x) factorizado es:
PX)=1.(x-1).(x-3).(x+2)

ACTIVIDADES

1. Factorear los siguientes polinomios:

a)P(x)=2x*+4x3- 8x g)C(x)= x}+6x*+9x
b)RX)=9x* +6x* +1 h) A(X) = 2x* — 6x
OMKX)=16 + z* - 87 i) B(x) =4x*—1
d)N(X)=— 64 + Z° j) C(x) = x* - 10x + 25
e)T(x)= 16 — y* K) D(X) = 4x° — 4x +1
fyD(x) =2 x> -18x ) E(x) = 2x* — 54x

2. Encontrar las raices de los siguientes polinomios y factorearlos segin el Teorema
Fundamental del Algebra.

a)R(X) =2x* +2x — 12

b)P(x) = x*+ 2x* - 5x — 6

Q@) =2°-522+4z+3z°-157°+ 12

d)Mx) =x* — 9x*— x>+ 9x

3. Simplificar y resolver: (Recordar que para simplificar hay que factorizar previamente a la

expresion)
1 2 3 1
a) — + d -— | l-—
) x> —x x*-1 )[X x—Z} [ x—Z}
u.v  u®.v? 9X+27  9x-27
b) — > € 3 2 T oy3_
Uu—-v u?-v X° +6X°+9x 2x°-18X
X —2X  X°+5x+6 x> —6x+9 3x*-27
C) 2 . > f) X
X°+X—-2 X°+X-6 5x-15 4x+12

EJERCICIOS PRACTICOS
Ejercicio 1: Determinar, si las siguientes expresiones algebraicas, son polinomios. En caso

afirmativo, indicar su grado.
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3 ny2
o s if g X243
X+2
b) x3—3x—% e) J(x+1)(x-1)
0 [Bxf -1 f) 0L+ v/2x—3x2

Ejercicio 2: Teniendo en cuenta los siguientes polinomios, completar el cuadro.

R(X) = 2x + 2; N(x) = -2x* —3x* + 1; Q(x) = 3x%- 2x + 4; H(x) = x—%; P(X) =4x? - 1

N(x) - H(x) N(x) : P(x)
R + Q09 - HEY) Laegy)
2
P(x).H 2
()« H(x) { 1q (X)}
2
N(x) : H(X) N(x) + R(X) « P(X)
Q) - R() R[_ gj
2

Ejercicio 3: Aplicar la relacion de la division P(x) = C(x)-Q(x) + R(x), para encontrar un

polinomio que dividido entre: x> —1, de cociente: x + 3 y resto: x — 2.

Ejercicio 4: Si H(x)=mx® +6x* +100, siendo m y ¢, nimeros enteros, averiguar si 5 es un

cero, de dicho polinomio.

Ejercicio 5: Obtener el valor de “t”, sabiendo que al dividir B(x)=6x? +tx -2, por el binomio:

X — 2, se obtiene resto 10.

Ejercicio 6: Obtener las siguientes potencias

a) (ﬁx + b)2 = c) (a+h)’ =
b) (~3y++5)" - ) (a-b)* -

Ejercicio 7: Usando el teorema Fundamental del Algebra, factorizar los siguientes polinomios.
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P(x)=x?-2x+1 R(x)=(2x+5)(0+x )’
Q(x)=(x? —3x +1)(x-1) T(x)=(x2+ 2x—3)(2x —%) (3x+1)

H(x)=x? +2x? —3x

Ejercicio 8: Dado el polinomio factorizado, determinar el polinomio original.
a)P(x) =3.(x—1).(x+ 1)

b) Q(x) = -3.x.(x +2).(x - 3)

) R(X) = -2.x(x + 2)°

d) S(x) = -x.(x — 1)%.(x + 1)

Ejercicio 9: Averiguar, cual es la respuesta correcta:

Xz_yz
4 4
-1 b) xz_y2 _l
X -y
2 XY Ky )x-y)(x+y) 2 4y?
2 2 2,2
y X Xy
x4
v

Ejercicio 10: Reducir a la minima expresion y simplificar:

a) 9y -9 _ d) 2?-2-2 2°-1_
y-1 z-1 z+1
x3-al X+3 XxX*+6x+9

b) 7 = e) R — =
X —a X -1 2X—2

0 a’-7a+12 a-b a a’+ab _

5a —15 a+b a-b a*-b?
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